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41501 Methoden-Training Analysis Teil 1

Vorwort b

Dieser Schnelldurchgang durch die Analysis soll Methoden ins Gedéachtnis zurlickzuruf L4
Methodenwissen ist die Grundlage zum Bearbeiten von Analysis-Aufgaben. Daher sin eigten
Methoden hier immer mit einem Beispiel verbunden. Leider verlaufen die Berechn n gel den
unterschiedlichen Funktionstypen immer wieder anders, weil jede Funktionsart inrégEigengtchaften hat,
die man kennen und bericksichtigen muss. Daher wird immer wieder auf andere T rwiesen, in
denen man weiteres Ubungsmaterial findet. i

Um allerdings diesen Text Uibersichtlich zu halten, musste an Beispielen g den. Er ist ja auch
zum Wiederholen gedacht. Wer nachlernen muss, kann in dann an den Gr texten weitere

Beispiele und Aufgaben finden.

dargestellt. Sehr viele Schulen gestatten die Loésung der Abiturauf em Einsatz solcher
Rechner. Dann beherrschen die Schiiler kaum mehr die manuellegaMe n, die dennoch wichtig
sind, denn diese Rechner sind nur Hilfsmittel und liefern oft Ergg®nis die man kritisch hinterfragen
muss. AuRerdem kann man sie nur dann sinnvoll einsetzen, we genau weil3, was man tun will
bzw. soll.

Auf vielen Seiten werden Screenshots von CAS-Rechnern wie Tl Nsgi S und CASIO ClassPad
& mi

Gliederung des Methodentrainings:

Funktionsuntersuchu n L 4

Text 41501 1
2 Tangenten und N
3 Funktionenscharen
Text 41502
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1.4 Bedeutung der 2. Ableitung fur Krimmung und Wendepunkt

Die 2. Ableitung ist bekanntlich die Ableitung der 1. Ableitung. Daher kann man " da

die Anderung der f'-Werte zu beschreiben. Mit anderen Worten:

verwenden,

Mit f" kann man die Zunahme und Abnahme der Tangentensteigungen ermitteln
Krimmung der Kurve.

Beispiel:  f(x)=2£x*-1x*-2x+2 = f'(x)=21x"-1x-2 und f"(x)=LX"E

Linkskrimmung liegt vor, wenn f' streng Rechtskrimmung lieg nn f' streng
monoton wéchst: monoton fallt.
Die Zunahme der Funktion f' wird Die Ab defgginktion f* wird
durch m beschrieben. durch eschrieben.

Ergebnis: x>1 Erge : <1
\ J 3 . i
\ Y Kriim f'

m
L | | | 54 | . |
\\ Rechtskriimmung
\ AN 4] :
\ 4 X
N f nimmt zu
L | \
v/ \ 31 ¥
A %
Y 2% T T '
” \\ f' nimmt ab \ f'(x)>0
] \ 1 !
| \\ F
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! “ar
1 = ol f
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I L7 <0 - f
p’
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,” ,
I
' | . | _4...
LR B
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I

die Tangentensteigungen also nehmen ab, und dazu gehort,
Werte negativ sind.

ezogene Kurvenbogen hat Linkskrimmung. Man sieht, dass die zugehérige
Ku steigt, die Tangentensteigungen nehmen zu, und dazu gehort,
ass f"—Werte positiv sind.
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. . . . 1 1
Rechts die Berechnung der Bereiche, in denen define f(x>=ﬁx3—;x2—2x

Linkskrimmung bzw. Rechtskrimmung vorliegt- define f1¢xy=diffCFCxdsxs 1)

define fZ(xi=diffifc

fldxd

faixd

solve(f2{x) A
solve (f2(x) ,

MERKE: NQ

Ist in einem Intervall f"(x) > 0, dann hat der Graph dort rimmung.

Ist in einem Intervall f"(x) <0, dann hat der Grap@htskrﬂmmung.
An einer Stelle, wo f" Vorzeichenwechsel hatf§liegtg Wendepunkt.
Dieser Vorzeichenwechsel tritt in der feg n ein,
wenn an einer Stelle a gilt f"(a)=0.

Da dies jedoch auch zu Nicht-WeRglepun@ten fiihren kann, muss man

den Vorzeichenwechsel von f! ie Uberprifung der

nachweisen.

ausfuhrlicher erlautert) /

hinreichende Bedingung f";

(Dies wird im nachsten
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1.5 Extrempunkte — Wendepunkte - Terrassenpunkte

Es gibt ein Berechnungsschema mit verschiedenen Ableitungen zur Berechnung diesgt Punkte.

1. Die notwendige Bedingung f‘(x):O liefert Punkte mit waagrechter Ta @

Davon gibt es drei Sorten: Hochpunkte, Tiefpunkte und Terrassenpunkfe.
Um sie zu identifizieren, untersucht man mit f" das Krimmungsverhalten an treffenden

Stellen, man nennt dies die hinreichende Bedingung:

f'(a)=0 und f"(a)<0 Hochpunkt bei a
Waagrechte Tangente und Rechtskriimmung.

f'(b)=0 und f"(b)>0 Tiefpunkt bei b
Waagrechte Tangente und Linkskrimmung.

f'(c)=0 und f"(c)=0 und f"(c)=0 Terrassenpun
Wendepunkt mit waagrechter Tangente.

2. Die notwendige Bedingung f"(x) =0| liefert Wefl@epunkte und Flachpunkte.

Um sie zu identifizieren, untersucht man, ob f" ®art dgs Vorzeichen wechselt.
Die hinreichende Bedingung fur einen Wen
f" hat an dieser Stelle einen Vorz enwechsel

Oder: f"(x,,)=0. Das sicher zeichenwechsel.

Also: f'(xyy)=0 und§'(x, ) =0 ergibt einen Wendepunkt.

Wenn an einer Stelle d gilt: " und f'"(d) =0, dann ist die Krimmung an der
Stelle d so gering, dass von einem Flachpunkt spricht.
Das kann dann ein Wen t sein, oder auch nicht

Hinweis:

gibt es weitere Kriterien, etwa diese:

"(e)=0 und f"(e)=0, dann ist der Flachpunkt kein Wendepunk.

Tr (Lésung néchste Seite)

ie Abbildung oben gehért zur Funktion f(x)=2x" - 2x* +1.
Bestimme dazu die Koordinaten der Extrem- und Wendepunkte.

ackel www.mathe-cd.d
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Losung:  f(x)=2x°—2x* +1 mit den Ableitungen
f'(x)=x*—4x* f"(x)=4x* —8x f"(x)=12x*-8
Extrempunkte  Bed.: m X'-4x*=0 o X (x2 —4) =0 ¢

Diese Gleichung ist Nullprodukt, also gibt es die Faktorenlésung;

1. Faktor =0 x, =0 (doppelte Lésung)
2. Faktor = 0: X' =4 o X, =12 ,
y-Koordinaten: f(0)=1, f(2)=§—4'8+1= 96-160+15 f —2)=...=E
3 15 15
Kontrolle (hinreichende Bedingung):
f*(0)=0 aber f"(0)=0: W (0 1) ist Terrassenpunkt dep mit waagr.Tangente)
f"(2)=32-16>0 T(2|-42) ist Tiefpunkt.
f*(-2)=-32+16<0 H(-2]%) ist Hochpunkt.
Wendepunkte:  Bed: |f'(x)=0| 4x’-8x=0 < 4x(x2 2 - (Nullprodukt)
1. Faktor = 0: X, =0 kannt (Terrassenpunkt).
2. Faktor = 0: =2 o MNGL2
y-Koordinaten: f(\/E) =..~-164, f(—\/i) ~ 3,
Kontrolle (hinreichende Bedingung):
t"(V2)=12-2-8+0 —ﬁ):lz.z—sio.
Also hat das Schaubild auRer dem Terrasse och zwei Wendepunkte:
W, (\E | _l64)' Ws 4) 7 define fﬁxh=éx5—%x3+1
done
Screenshot von CASIO ClassPad: define f1(xd=diff(fixdyx, 10 4
one
Zuerst die Funktion und drei Ableitungsfulyktio definieren. define f2Cx)=diff(flxd,x,2) 4
Diese lasst man sich anzeigen. define f3CO=dFFCFGE 23
Dann Lésung der Extremwertbedi (solve(f1(x)=0,x) 1) done
Dazu Funktionswerte und Kontrolle (hinr. Béd.) berechnen. o) xt-dex?
Auf dem kleinen Screenshot digSVendepunktberechnung. dex g
FaCx)
~ 12.x2-8

solvelflixr=B,x2
Lx==2yx=0,x=2%

-1.639865316 fee .
FC2)
2.639865216 _43
15
f(-2)
16 3
15
16 F20@)
2]
) . . f2(@)
Noch zwei saufgaben zur Losung mit CAS: -3
F2(2)
Besti und Wendepunkte fir die Funktionen: foce2s 16

b)
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Lésung zu b) f(x)= (2X+;3 Lésung in Kurzform mit CASIO Ci
X+1
define f(x>=2"—+32
Nullstellen: f(x)=0 Cx+ld

Zahler=0: x=-3%
Nenner=0: x=-1
Schnittpunkt mit der x-Achse: N(-£0)

Polstelle x=1 fi 6z

Definitionsbereich D = R\ {0}

Extrempunkte:  |f'(x)=0
2X+4=0 & x.=-2
y-Koordinate: f(-2) = -

(2)>O = T(-2]-1)

Kontrolle: f

Wendepunkte:  |f"(x)=0
4x+10=0 & X, =-

define flCxi=diffcfixi,=,1
define f2Cxi=diffCfxi,z,22

define f3Cxi=diff(fiel,yx, 30

y-Koordinate: f(-%)
Kontrolle: f"(-%)=

o
U
=
I
|on
|
oo
—

Lésung zu c) f(x)= 4-(x2 —1)-e’X

Nullstellen: f(x)=0 X

Extrempunkte: f'(x)=0] xg=1%

>0 = T(0,41]-5,01)
<0 = H(24]17)

Wendepunkte:

I$sung in Kurziorm mit Ti Nspire CAS:

Defmej(x]=4' (xz—l)-e-'t

Fertig l

Define f. I(x)=i(f{x))

Fertig

Define 2| 7()— U{x))

Fertig

Fertig
Define /3 x)— U(xn
f1{x) (—4‘x2+8-x+4)-e"‘
72lx) (4x*-16x+4) 6™
£3lx) (-ax?+24x-20)
solve(dx]=0,x:l x=-1orx=1
© Extrempunkte

solvel (ﬂ [x)=01x)

.(='(\|E-1) or I=J;+1

solve(filx)=0x)  x=-0.414214 or x=2.41421

A1-02) -5.01424
A1+f2) 1.72757
i-2) 17.1197
A1+2) -1.01187

© Wendepunkte

solve (}?Ex)ﬂLx)

x=-(\|r3_-2) or _\'=E+2

solve(f2(x)=0,x)  x=0.267949 or x=3.73205

fa-f3)

-2.8401

Az+(3)

1.2382

Aa-{3)

-10.5994

ickel
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1.6 Spezielle Funktionseigenschaften

9,

Ubersicht:

Ich wiederhole hier nur Fakten. Fiir mehr Details, Begriindungen, Beispiele
andere Texte verwiesen, wo man alles reichlich findet.

Durch die Berechnung wichtiger Kurvenpunkte wie

Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Extrem- und Wendepun
kann man den Verlauf in einem relativ begrenzten Bereich um den
Koordinatenursprung berechnen.

Doch wie der Graph der Funktion auRerhalb des Zeichenblatteg@verladt,
hi

erfordert noch andere Untersuchungen. Die Methoden dazu fol

16.1

Das heil3t, ihre Graphen machen keine Springe, denn die G

d auf

Ganzrationale Funktionen (Siehe Text 42031)
Diese Funktionen haben den Definitionsbereich D = R undysgi Il stetig.
er
flhren stets zum Funktionswert: limf(x)="f(a).

Es gibt genau 4 Mdglichkeiten, wie sich eine ganzrational® F n aulRerhalb des
Zeichenblattes verhalten kann:

f,(x)=x>+3x*-3

¥

f,(x)=%x"-x-7

der Funktionen

x+1  f(x)=-5%x"+x*+4

¥

¥

1 2 2
-3 /2\ 0 - . 0 2 :
-1 2 -2
/ \ 6\] / B3 X
" . .
Fir X —>o0: (nach rechts)
f,(x) > f,(x) fy(x) > —o0 f,(x) > —o
Fir x > —w: (nach links)
f,(x) > - (X) > oo f,(x) > o f,(x) > —o
Dieses Verhalten wigg dalrc Summanden mit dem hdchsten Exponenten bestimmt.
.An ih ennt man welches Verhalten f zeigt:

J S\ I 7 N ; I ;
/ | N N
£(x) = pos QN (x) = neg- X" 1+ f(x) = neg- X% + .

f,(x

+.. f(x) =pos-x* + .

(%) =2 x*]+... LX) =[] R =[x+

onale Funktionen mit ungeradem Exponenten haben die Wertmenge W =R .

+
nzr
Die Graphen ganzrationaler Funktionen besitzen keine Asymptoten.

ickel
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Beispiele einer Kurvendiskussion b
(1) f(x)=21x"—4x* +8x
Ableitungen: f'(x)=2x*-8x+8, f'(x)=3x-8. f"(x)=3 b’
Nullstellen: Bed.: f(x)=0  ix°-4x*+8x=0 |[-2 undx ausklammer
x-(xX* —8x+16)=0 Nullproduk! 0

1. Faktor: X, =0

2. Faktor: X —8x+16=0

Schnittpunkte mit der x-Achse:

Extrempunkte:  Bed.: f'(x)=0

y-Koordinaten:

Kontrolle

Hochpunkt:

Wendepunkte:  Bed.:
y-Koordinate:
Kontrolle:
Wendepunk:

Verhalten fur x —» o Ax% +8x = X° .(%_14_%)

X

3

Fur x — oo geht er gegen 1. Also verhélt sich f wie g(x)=4x":

Fir x -» « folg

Wertmenge: Da f stetig istdolgt W=R. A

4
CAS-Screenshot (CASIQClas

1. 4 =
define ‘F(xl‘l=%x3-4x2+ F1Gxd=8, 2 4
{x=4,x=§}
define f1Cx)=diff(fixd > i
done ]
define f2d{xi=dif 128
. 27
define f3lxi=d 4
1‘2(§)
flixd —4
solve(f2({xi=A,x) X
{::% 5
fi=) -1
£4
27
{x=0,x=47} a
f3(§)
3
LirnCfCadyaymd
[
LirnCfCad g oy =002

ickel www mathe-cd d
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2 f(x)=2x"-3x*+3x°

Ableitungen: fr(x)=2x"=2x*+3x, f"(x)=2x-2x+3, f"(x)=3x-% N
Nullstellen: Bed.: f(x)=0 ix*-3x°+2x*=0-8 undx’ ausklammernb
2

x* - (x* —6x+12)=0 Nullprodukt!
1. Faktor: X, =0 doppelte Lésung (Beru@
+./36 -
2. Faktor: x* —6x+12=0 s = W ¢

Schnittpunkte mit der x-Achse: N,(0]0) (Beriihrpunkt)

Extrempunkte: Bed.: f'(x)=0 ix’-2x*+3x=0 |-4 ergibt 9x" +12x =0

1. Faktor:

2. Faktor:

Kontrolle:
Tiefpunkt:

Wendepunkte:  Bed.: f"(x)=0

y-Koordinaten:
Kontrollen:
Wendepunkte:

Verhalten fir x > to0:  f(x)=2x"-2
Die Klammer geht *

Fir x — +o fol

Wertmenge: W=[0;=|

Definej(Jc]:i-)f't—i-1':"-*—1 velAx)=0,x] x=0
s 4 2 olve(f}(x)=0,x) x=0

Define fJ(x):%Mxn f?(D) 3
p solve[ﬂ?(x)=0,x) x=1 or x=2

Define ﬂ(x)=d—2 A1) 7
dx g

) - A2) 2
Define ﬁ(x)- fB‘(l) >
2

73(2) 3

2

tim <) -

ickel www mathe-cd d
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1.6.2 Gebrochen rationale Funktionen (Siehe Text 43001)  WISSEN:

1. Die Graphen gebrochen rationaler Funktionen kénnen senkrechte Asymptoten besitzen.

Zur weiteren Analyse wird folgende Methode empfohlen. Beispiel
. Zahler = 0: X-(Xx+1)=0 < x,=0, x, =
Vorarbeit : (x+1) ! 2 ,l
Nenner = 0: xX*-1=0 o x’=1 i
Auswertung: |Z=0 und N=0|: Nullstelle der Funktion: 0.
IN=0 und Z#0|: Polstelle der F
|Z=0 und N=0] hier: Loch im

Néahert man sich einer Polstelle an, gehen die Funktionsy

Dort wo die Funktion eine Polstelle hat, besitzt das Scha®bi

2. Das Verhalten der Funktionen fir x — to0 héngt vo ad des Zahlers und des Nenners ab.
Hier kann es waagrechte oder schradge Asympidten n oder gar Naherungskurven.

141
=4 =
1. Fall: Grad Zéhler < Grad N: )| lim 2)2(+1= - =0+0 =0
X—>to wE ] xo>8 _XT 1-0

Man kiirzt durch die hdchste x-Pot Nenners.

Weil im Nenner ein hdherer Grad t, erhalt man wie hier immer
den Grenzwert O.

Folgerung: Das Schaubild -Achse als waagrechte Asymptote: y=0

2. Fall:

3. Fall:

Beispiel

nner enthalt keine Summe, daher diese Zerlegung!

en lim 3_ 0 verhalt sich f fir x — +o0 genauso wie
X—>10 X
(x) =x—2, deren Schaubild daher eine schrage Asymptote ist.

ickel www mathe-cd.d
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2
Beispiel f(x)=x:(r—xl_8 =—%

Da der Nenner eine Summe/Differenz enthalt, gelingt diese
Zerlegung mit Polynomdivision oder im CAS-Rechner:

(X +x-6):(x-D=x+2
—(x* =x)
2X—-6
-(2x-2)
-4 Divisionsrest
Wegen lim 4 =0 verhalt sich f fir x — t genauso wie

x—>F0 X —

g(x) =x+2, deren Schaubild daher die schrage Asy ist.

4, Fall: Grad Zahler = Grad N + 2; \

Dann besitzt die Funktion flir x — oo keinen Gren

Man kann aber zeigen, dass das Schaubild eine N& sparabel besitzt.
. x*+2 (1 ,| 1 .
Beispiel  f(x)= rvcail il ey .
Wegen XILTinZ =0 verhalt sich f fir x —» +0 genduso wie \ 3 /
g(x) =%x*, deren Schaubild daher dj run.gsparabel ist. . 2\‘0 1//2 -
I

Hinweis

Oftmals werden gebrochen rationale Funktio
Dann kann man Asymptote oder Naheru

its in zerlegter Summenform gegeben.
ofort ohne weitere Umformung ablesen:

f(x)=3- 25 Wegen lim 25 rhélt sich f fiir x — +o0 wie
X" +1 ot Xt +1
g(x) =3, deggn Schaubild daher eine
waagrecht mptoteist: y=3
L
L 4

cke www.mathe-cd.d
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5 ausfuhrliche Beispiele (sehr viel mehr im Text 43001)

Beispiel 1 f(x)= 4)(__21 = (l_iz)

X X X
Vorarbeit: Z=0: x=1

N=0: x =0 (doppelte Losung)
Auswertung: Nullstelle: (Z=0,N=0): Xy =

Polstelle: (N=0,Z+#0): X, =0

Dies ist (wegen der doppelten Nullstelle des Nen ig Pol ohne

Vorzeichenwechsel.

Definitionsbereich: D=R\{0}
Folgerung: Schnittpunkt des Graphen K mit der x-Aghse’ |0)
&39

Senkrechte Asymptote: x=0
. . . 1 1 1
Verhalten fiir x — +oo: lim f(x) = lim 4| =-—= lim —=0
X—>too X—>too X X X—>+oo X
Folgerung: Die Gerade y = 0 (x-Achse) ist wa ti ymptote flr X — +oo.
Hinweis: Am Merkmal, dass der Grad de ers Kleiner war als der des Nenners,
konnte man sofort erkennen, s di chse waagrechte Asymptote ist.
Beispiel 2 f(x)= 2x° ¢ :
X’ -4
Vorarbeit: Z=0: elte Losung)
N=0: X =i2 6 5 4 -3 - 170 N\ 3 4 5 6
Auswertung: Nullstelle :  ( Xy =0 j
Dopp telle ist Berlhrstelle "
Polstellen; ,Z#0): X, =12 ’
Es sind,einfache Nullstellen des Nenners, also Pole mit Vorzeichenwechsel.
(Der zeichenwechsel bezieht sich auf die unterschiedliche Anndherung
¥ in w. rechts an die Asymptoten.)
Qefinit ereich: D =R\ {+2}
Folgerung: rafM@tnkt des Graphen K mit der x-Achse: N(0|0)
Se chte Asymptoten: x=2und x=-2.
. o> 2 2 .4
Verhalte too:  lim f(x)= lim = lim =—=|2| denn lim —=0
X—>0 ( ) Xt w2 _ [ xotw] ):iz 1 Xt w2
ierbei ist durch x> gekiirzt worden. x/
Folg K hat fir x — +o die waagrechte Asymptote y=2.

Weil f nur gerade x-Potenzen hat, gilt f(—x)=f(x),

d.h. K ist symmetrisch zur y-Achse.

wej Am Merkmal, dass Zahler und Nenner denselben Grad besitzen,
konnte man sofort erkennen, dass K eine waagrechte Asymptote besitzt,
aber nicht die x-Achse.
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